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APRENDIZAJE ESPERADO

Resolver ejercicios que impliquen
calculos de determinantes usando las
respectivas propiedades.

RUTA DE APRENDIZAJE

Propiedades de los
determinantes

Parte esencial de cualquier curso de

Determinantes

* Introduccion algebra lineal es el estudio de las
_ matrices’, ya sea como herramienta
* Conceptos previos para resolver sistemas de ecuaciones,

o en el estudio de transformaciones
lineales entre subespacios vectoriales.
En este contexto es que el calculo de
determinantes de matrices cuadradas
* Ejercicios propuestos se vuelve necesario y para esto,
conocer sus propiedades nos permitira
simplificar notablemente el trabajo.

. J . J

* Propiedades de los determinantes

* Ejercicios resueltos

" Una matriz es un arreglo rectangular de nimeros (Grossman, 2008).




Conceptos previos

Si bien el objetivo de este material no es el practicar el calculo de determinantes, nunca es un mal
momento para recordar algunas definiciones.

ayp Qg2

El determinante deunamatriz Ade2 x2 4 = (a, a
21 22

) se define como

detA = ay,a,, — az1a4;

Con frecuencia el determinante de esta matriz A se denotara por |A|, y no debe confundirse esta
notacion con el valor absoluto estudiado para numeros reales o complejos.

En el caso de que la matriz sea de 3x3, es decir

ay1 Az Qg3
A=|0z21 Q3 A3
Az; Qzz a3z

El determinante viene dado por

A1 Qzz

az2 '-’123:.|_ltl |
12laz, ag,

A21 a:22|
Az Q33

detd =a |
1 dzq d3zz

|-I—a13|

Un estudiante mas familiarizado con éstos notard que esta expresion se ha obtenido
expandiendo la fila 1; sin embargo, el determinante de una matriz puede ser calculado
expandiendo cualquier fila o cualquier columna, o usando la denominada regla de Sarrus?.

En general, el determinante de una matriz nxn se define de manera inductiva, es decir, se usa lo
que se sabe de un determinante de una matriz de 2x2 para obtener el de una de 3x3,y el de ésta
para definir un determinante de 4x4 y asi sucesivamente (Grossman, 2008).

2 Mnemotecnia introducida por el matematico francés Pierre Frédéric Sarrus en 1833, la cual permite calcular de forma
facil un determinante de 3x3 (Wikipedia, 2021).
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Es importante notar que det es una funcion que

Propiedades de .
IOS determinantes toma una matriz cuadrada y le asigna un nimero. :
(Grossman, 2008) I

Sean 4, By C matricesdenxn  '_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ ______ s

1) det (AB) = detA-detB

Es importante destacar que la operacion a la izquierda de la igualdad corresponde a una
multiplicaciéon de matrices y a la derecha se trata de una multiplicacion de escalares.
Por otra parte, una propiedad como esta no es valida para la suma, es decir, en general
det(A + B) # detA+ detB. (Grossman, 2008)

@ EJEMPLO ~N

_ {1 3 1 2 A = _ =
Sean ‘4_(2 5) y 3_(3 1] facil comprobar que 4| = -1 y |B| = 1.

Ademads, sea ¢ = Gg ;) —AB donde |€]=13:17-23-4=-1 verificaindose

que [C|=|A||B|=-1-1=-1.
. J

2) detA*=det A

Esta propiedad es consecuencia de que el determinante de una matriz puede calcularse
expandiendo cualquier fila o cualquier columna sin alterarse el resultados.

@ EJEMPLO N

Considera la misma matriz A del ejemplo anterior y su traspuesta A* = (; g), aqui

detA* =1-5-3-2=—1=detA

3 La traspuesta de una matriz A se denomina A%, y corresponde a la matriz resultante de tomar la matriz 4 e
intercambiar filas y columnas.




3) Si cualquier renglon o columna de 4 es un vector cero, entonces

detd=0

@ EJEMPLO N

0 0 0
Sea A= (3 2 T), entonces su determinante puede ser calculado expandiendo la fila 1
1 4 6

im0l ool Jeof} 3o

4) Si el renglon i o columna j de A se multiplica por un escalar c, entonces
det A se multiplica por c. Es decir, si denotamos por B esta nueva matriz,
entonces

gy Aqz e g yy Ayz . Aqy
Qzy Qg2 we lazp fzy dAzz .. QAzg

|BI = |ca;, cay, v | = Ay ap .. oay = c|A|
Wy ypz - Qyy Uy Oyz - dyy

Observacion: Al utilizar esta propiedad se puede probar que para cualquier escalar a 'y
cualquier matriz A de nxn,

detad = a™ det A

@ EJEMPLO N

2 1 3
Sea A= (—1 1 ﬂ) donde detA= -3 (compruébalo), calculemos ahora el determinante de
=2 4 1

2 1 3
la matriz € = (—3 3 -:J) expandiendo la columna 3. Nota que la matriz C es la matriz A
-2 4 1

pero con la fila 2 triplicada.

lc1=3|25 5|-0]% ,|+1]% 3l=-18+9=-9=3

Comprobandose que |C| =3 |A| =3 - (-3) = 9.




Por otra parte, considere la matriz 4 = @ g cuyo determinante es |A| = -1y la matriz

B = (g 195), entonces segun la observacion realizada en la propiedad

3 9

|B] = det (e 15

)=det3A= 32detd =9-(=1) = =9

2 1 3
Esta propiedad es mucho mas general aun, pues si en una matriz A4 = (—1 1 D)
-2 4 1

amplificamos la fila 1 por (-1), la fila 2 por 3 y la fila 3 por (-2) se obtiene la matriz

-2 -1 -3 -2 -1 -3
(—3 3 ﬂ) y -3 3 0|=(-1)3-(-2)detA=(-1)-3-(-2)(-3)=-18
4 -8 -2 4 -8 =2

Es decir, cada factor que amplifica a cada fila (columna), debe multiplicar al determinante
original. Comprueba este resultado calculando directamente el determinante de la matriz
obtenida expandiendo alguna fila o columna, o si lo deseas usa la regla de Sarrus.

. J
5) Sean
{Iu ﬁlz ann ﬂ'[,f e ﬂln \\‘.111 {112 was b_'u wan a‘ll’t
] e A 2 DT
ﬂ“l ﬂ.nz - u’ﬂj . ann aﬂl a.nz aas bﬂ}' aum a-nn
@y Qg3 ay by Ain
a a a,; + b a
vy ¢c=| 2 ® = % ¥ o
Iy fyg ﬂ'n}'""bnj LU

Entonces detC = detd + detC

En palabras simples, si 4, By C son idénticas excepto por la columna j y que la columna j de C es
la suma de las j-ésimas columnas de Ay B. Entonces detC = detA + detC. La misma afirmacion es

valida para renglones (Grossman, 2008).




@ EJEMPLO N
1 -1 2 1 -6 2 1 -1-6 2 1 -7 2
Sean A=(3 1 4),.‘:1‘:(3 2 4)v£’=(3 1+2 4)=(3 3 4)
0 =2 5 0 4 5 0 -2+4 5 0 2 5
Entonces detA =16, detB = 108 y detC = 124 = detA + de B.
Te desafio a comprobar cada uno de los determinantes expuestos en este ejemplo.
. J

6) El intercambio de cualesquiera dos renglones (o columnas) distintas de

A tiene el efecto de multiplicar det A por -1, es decir si

ay, ag; @yn ayq a2 Ayn
az, azz - A3n azy az; Azn
A= ag . ﬂ:tn yB = ﬂ1+1‘.1 ﬂa;l 2 aH:i,n
At Bisr2 - A iy Aiz . O
(1 (v [+ - Ay Qp2 yn
Entonces detB = — detA
@ EJEMPLO N
1 -1 2 0 -2 5
Sea A=|3 1 4). Al intercambiar las filas 1y 3 se obtiene B=|3 1 4.
0 -2 5 1 -1 2
-1 1 2
Al intercambiar las columnas 1y 2 de Aresulta ¢ = ( 1 3 4). Por lo que luego
-2 0 5
de hacer los respectivos calculos se encuentra que detA = 16 y detB = detC =-16.
\ J




7) Si A tiene dos renglones o columnas iguales, entonces det 4= 0.

@EJEMPLQ N
1 -1 2

Mediante célculos directos es posible verificar que 4 = (5 7 3) (dos filas iguales) y

1 -1 2
5 2 2
B = ( 3 -1 —1) (dos columnas iguales), detA4 = detB = 0.
-2 4 4
. J

8) Si un renglon (columna) de 4 es un multiplo escalar de otro renglon
(columna), entonces det 4=0.

@ EJEMPLO ~N

2 -3 5
1 7 2 | =0 yaque latercera fila es -2 veces la primera.
-4 6 =10
\. J

9) Si se suma un multiplo escalar de un renglon (columna) de 4 a otro
renglon (columna) de A4, entonces el determinante no cambia.

@ EJEMPLO N

1 -1 2
Sea A= (3 1 4), Entonces detA = 16. Si se multiplica la tercera fila por
0 -2 5

4y se suma al segundo renglon, se obtiene la matriz B dada por

1 -1 2 1 -1 2
5=(3+4(n) 14 4(-2) 4+4(5))=(3 -7 24)Vdetﬂ=16=detﬂ.
0 -2 5 0 -2 5




10) El determinante de una matriz diagonal es el producto de los
elementos de su diagonal principal“.

@ EJEMPLO

3 0 0 0 0 0
Sean A= (ﬂ 2 0 )? B = ({] -1 n) matrices diagonal superior
0o o0 -1 0o o 3

e inferior respectivamente, entonces detA=-6=3-2-(-1)ydetB=0=0-(-1) - 3.

(El determinante de la matriz B también pudo ser deducido a partir de la propiedad 3).

-

11) El determinante de una matriz triangular superior (inferior) es el
producto de los elementos de su diagonal®.

@ EJEMPLO

Sean las matrices

8 9 16 3 0 0
_ _(1 6 _
A—({] 4 5) B—(ﬂ 3) E‘—(4 0 n)

00 1 1 1 2

Donde A y B son matrices triangulares superiores y C es triangular inferior, sus
determinantes son [4]|=32, |B|=3 y |C|=0.

Es importante notar que una matriz diagonal puede tener ceros en su diagonal, como es
el caso de C.

4 Una matriz cuadrada A se llama matriz diagonal si todas sus componentes distintas de cero estan en la diagonal
(Gerber, 1990).
5 Una matriz cuadrada se llama triangular superior si todas sus componentes que se encuentran debajo de los
elementos de la diagonal son cero. Una matriz cuadrada se llama triangular inferior si todas las componentes que se
encuentran arriba de la diagonal son cero (Gerber, 1990).




12) Determinante de una matriz inversas.

Si A es invertible, entonces det Az0 y

detd™! = 1
det4
@EJEMPLQ
r 11
2 =3 1 4 4 4
Sean A=(2 1 —1) yvB=|0 0 % Note que B es la matriz inversa de A (o
0o 2 0 1 1
= -1
2 2
1 1 1
2 -3 1 4 4 ': 1 0 0
viceversa),esdecirB=A",pues AB=|2 1 -1]||0 0 2 =0 1 0
0 2 0o/{1 _1 0 0 1
2 2

Ademas, si calculamos el determinante de A expandiendo la fila 3 resulta
__ol2 1_
detA = :z|2 _1|-EI

Y si calculamos el determinante de B = A™ expandiendo la fila 2 se obtiene

Cumpliéndose que detA™! = —.

6 Una matriz B se llama inversa de una matriz cuadrada A si AB=BA=I,,. Esta matriz B se denomina A™. Si una matriz
no tiene inversa se denomina no invertible o singular (Gerber, 1990).




EJERCICIOS RESUELTOS -----------—-----

Resuelve los siguientes ejercicios aplicando la propiedad de determinantes que sea pertinente.

2 4 3 i
, _ Nota que la matriz B corresponde
s A= (g ; _?_1) y 141=-3. a la matriz A con las filas 2 y 3

2 3 4 conmutadas, entonces por la
¢Cual es el valor del determinante de (U -1 1)? propiedad 6 |B| = -|A| = 3.
3 7 5

Q17 yz Qg3
Q31 Ozz Oz
Q37 Ozz gz

En los ejercicios 2 a 4 calcula los determinantes suponiendo que =8

Con respecto a la matriz dada, se cambié la fila
2 por la 3, entonces por la propiedad 6 se

Ay, Q3 Q2 . .
2) Ay, Gz oy produce un cambio de signo en el valor del
Az, Qi3 Qs determinante original, y el valor de este es (-1)-

8=-8.
Gy @z Gy Con respecto a la matriz dada, se amplificé la
3) 3az; 3az; 3ag fila 2 por 3, por la propiedad 4 el determinante
@31 O3z Osy solicitado es 3-8=24.

—-3a;, —-3a;, —3ag Aqui se amplifico la fila 1 por (-3), la fila 2 por 2
4) 203, 205, 2033 y la fila 3 por 5y segun se vio en el segundo
S5a3, Sa;,  Sai3 ejemplo de la propiedad 4 el valor de este

determinante es (-3)-2-5-8=-240.

5) Sin realizar mayores calculos Para este ejercicio no es necesario realizar
encuentra el valor del siguiente calculos, pues es posible ver que la cuarta
determinante columna es el triple de la primera, y por la
propiedad 8 el valor de este determinante es 0.




E’ﬁ EJERCICIOS PROPUESTOS ---------------

Aplicando alguna de las propiedades descritas encuentre el determinante solicitado, o
los posibles valores que este puede tomar segun corresponda.

1) Se sabe que |4] = -2, luego se determina A’ y a esta Ultima se le intercambia la
columna 1 con la 3. ;Cual es el valor del nuevo determinante?

2) Una matriz A se denomina idempotente si A2 = A. Utilizando la propiedad 1 plantea
una ecuacion que te permita saber cuales son los valores posibles para detA si A es
idempotente.

1 2 1
3)Si A=| 1 -3 4 | encuentre
-1 0 -2
a) detd =
1 -3 4
by [1 2 1|=
-1 0 2
5 10 5
c) det(l 3 4 |=
-1 0 -2
d) det24=
1 2 1 1 2 1 1 2 1
4) Siseconsideraque A= 1 -3 4),B=(1 1 1 |yCc=(2 =2 5|
-1 0 =2 -1 0 -2 -1 0 =2

¢Cual es el valor de |C|? ;Qué propiedad aplica?

— e o — o - o — - o - o - o - o - o . — — - - - - — — — — — — — — — —
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1) 2 2) Puedeser0o 1. 3) a)
b)

A toda matriz cuadrada se le puede asociar un
numero llamado determinante, el cual juega un
rol fundamental en el estudio de estos
elementos matematicos y sus aplicaciones.

Si bien el calculo de los determinantes puede
ser un desafio para matrices de 4x4 o mas,
existen numerosas propiedades que pueden
simplificar nuestro trabajo, la clave esta en
detectar las caracteristicas de cada matriz en
particular para ver si aplica alguna de ellas.

-1
]
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J
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