TALCA

UNIVERSIDAD

CHILE

i

Derivadas de la Funcion
Exponencial

MATEMATICA

VICERRECTORIA

DE PREGRADO




RUTA DE APRENDIZAJE

En este documento se espera reforzar una de las derivadas que aparece con
mayor frecuencia en cdlculo: la de una funcién exponencial.

Para comprender este tema es requisito tener desarrolladas tus habilidades
algebraicas, asi como nociones y férmulas basicas de derivacidn, incluyendo la
regla de la cadena para derivar funciones compuestas.
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INTRODUCCION

La primera forma de derivar que conocemos
al enfrentarnos a un curso de calculo es a
partir de la definicién, esto es, usando el
siguiente limite

, _ fx+h)—fx)
f@ = fm =

Si bien es evidente que el dominio de los
limites debe ser previo al contenido
presentado en este documento, también es
claro que, en la practica, calcularlos puede
ser un proceso lento. Es por lo anterior que
surge la necesidad de manejar ciertas
férmulas que hagan nuestro transitar por
este mundo algo mas simple. Una de las
primeras férmulas que se conoce es aquella
que nos dice como derivar una expresion
donde la variable independiente esta
elevada a una constante real

base variablegxponente constante
Para este caso, usamos:

(x™) = nx™1

Por ejemplo, la derivada de x” es (x7)' =
7x®. Sin embargo, a lo largo de esta ficha,
nos concentraremos en explicar cémo
derivar aquellas funciones donde la variable
independiente esta en el exponente y la
constante esta en la base

base constante exponente variable

Este tipo de funciones son Ilamadas
exponenciales y en general son de la forma:

f(x) =a*

Algunas de sus caracteristicas se resumen en
la Tabla 1.

Un caso especial de funcién exponencial
ampliamente estudiado es aquel en que la
base es el numero irracional e

f(x) =e*

Tabla 1: La funcién exponencial, definida para nimeros mayores que cero y distintos de 1. Su grdfica depende

del intervalo donde se encuentre su base.

Terminologia Definicidn

Jix) = a
para toda x en R,
dondea = Oya#

Funeidén exponencial

fcon base a

Grifica de f
paraa > 1

Grifica de [
parall<a <1




Recuerda ademads que e es la base de los
logaritmos naturales, fue descubierto por
Jaco Bernoulli en el estudio de intereses
financieros, y su valor aproximado es
2,7182...

A continuacion, nos dedicaremos a la
cuestion de derivar funciones exponenciales
en distintas bases, hasta llegar a un caso
general.

Funcidn exponencial de base e y exponente
la funcién identidad

Esta corresponde a una de las férmulas de
derivadas mas facil de recordar. Sea f(x) =
e*, entonces su deriva es

En palabras simples, la derivada de la
funcién f(x)=e* es ella misma.
Sin embargo, es usual que nos encontremos
con funciones exponenciales que no sean la
anterior, como por ejemplo e?*, en cuyo
caso la derivada no es ella misma.

Funcion exponencial de base e y exponente
distinto a la identidad

Cuando necesitemos derivar una funcién
exponencial de base e cuyo exponente no

sea la funcién identidad, utilizaremos la
siguiente féormula

Por ejemplo, al derivar f(x) = e?* se
obtiene

(er)l — (Zx)' . er
= 2e%*
Funcion exponencial de base a y exponente
la funcion identidad

Como se mencioné anteriormente, una
funcidn exponencial puede ser en cualquier
base positiva y distinta de 1, no
necesariamente e, por lo cual necesitamos
una férmula para derivar funciones de la
forma f(x) = a*. Es posible encontrar dicha
férmula tomando en cuenta dos propiedades
de logaritmos y la férmula del caso anterior:

blogbx =x

logp x™ = nlog, x

Apliquemos la primera propiedad a nuestra
funcién, escogiendo un logaritmo natural

X
a* = elna

Ahora, derivemos a ambos lados de la
igualdad

X

X Ina

a
(a®) = (eln a")l

(a®)' = (Ina*)’ - elne@

=e

X




Aplicando la segunda propiedad de
logaritmos al lado derecho de la igualdad,
tenemos

(@®)' = (Ina*)’ - em®”

(@) = (xlna) - e

(a®) =Ilna-ene”

Por ultimo, reescribiendo la exponencial del
lado derecho, usando nuevamente Ila
primera propiedad de logaritmos, resulta la
féormula:

Por ejemplo, la derivada de f(x) = 7* es
f'(x)=In7-7*.

Funcion exponencial de base a y exponente

una funcidn cualquiera

Ahora estamos en condiciones de presentar
una férmula para derivar una funcién
exponencial en cualquier base y cuyo
exponente sea una expresion cualquiera, es
decir, una

funcion de la forma

f(x) = a9®

Haciendo uso de la regla de la cadena, es
posible probar que

Es importante notar que esta formula
corresponde al caso mas general de la
derivada de una funcién exponencial, por lo
tanto, sirve para cualquier base y cualquier
exponente, en particular, cuando la base sea
e y el exponente sea x, estaremos derivando
nuestra ya conocida e”*, y el resultado seria:

(e¥) = e*
Comprobémoslo usando la férmula general
(e*)' =(x)' -lIne-e*

Pero como ya sabemos, (x)' =1ylne =1,
con lo cual

() =e

Como era de esperar.




LEE Y ANALIZA LOS SIGUIENTES PROBLEMAS

A continuacion, se presentan ejercicios resueltos con sus procedimientos, en estos problemas se
sugiere hacer lo siguiente:

e Lee comprensivamente.

e Revisa el paso a paso.

e Destaca lo que te resulte importante.

e Destaca lo que te genere dudas y luego consulta al tutor.

Ejemplo 1

Encuentre la derivada de la siguiente funcion exponencial
flx) = X’ +2x-15

Primero, nota que la base de la funcién es el nimero e, sin embargo, el exponente es una
expresion polindmica distinta de x, por lo cual la derivada buscada no es la funcién misma. Para
encontrarla, debemos usar la formula

(eg(x))' =g'(x) - e9™
Con g(x) = x? + 2x — 15 . Procedamos:
F(x) = (ex2+2x—15)’ = (x% + 2x — 15)' - @X**+2x-15
Fl(x) = (2x + 2) - eX*+2x-15
Ejemplo 2
Determine la derivada de la funcién exponencial
f) = 305

Esta vez, se trata de una funcidn exponencial cuya base no es el nimero e, sino 3, y cuyo
exponente es la funcién g(x) = cos x. Para hallar su derivada, usamos la férmula

(ag(x))' = g’(x) ‘lna - ag(x)

Con g(x) = cosx.

Para este ejercicio ademas debes recordar que (cos x)’ = — sin x. Procedamos:




f'(x) = (3°°%%)" = (cosx)' - In3 - 3°05*

f'(x) = —sinx -In3 - 3€°8*

Ejemplo 3

Halle la derivada de la funcién exponencial

X
f(x) = 2x2+1
Nuevamente se trata de una funcién exponencial con una base distinta de e, y cuyo exponente
no es x, por lo cual debemos usar la férmula
(ag(x))’ =g'(x)-Ina-a9™

x
x2+41°

reemplacemos

_x X ! _x
2 — . . 2
(Zx +1) = (x2 n 1) In2 - 2x2+1

Cong(x) =

Ahora, calculemos la derivada presente en el lado derecho, haciendo uso de la férmula para la
derivada de una division

x N ) (x?+1) —x(x?+1)
(xz + 1) B (x2 +1)?

_xz+1—2x2
T (k24 1)

B 1—x?
RRCEESNE

Sustituyamos este resultado en la derivada original y el trabajo estara listo

<2x2x+1)’ - ( . ), “In2- 2x2x+1
x2+1

Es decir, la expresidén buscada es:

x \' 1—x? x
(2x2+1) = m In2 - 2x%2+1




PROBLEMAS PROPUESTOS

A continuacién, se solicita resolver cuatro derivadas para que practiques. Recuerda hacer lo

siguiente:
e Resuélvelas siguiendo los pasos utilizados en los ejemplos resueltos.
e Sies necesario, apdyate con los apuntes expuestos al inicio.
e Sisurgen dudas, registralas para luego consultar con el tutor.
e jBuen trabajo!

Derive cada una de las siguientes funciones exponenciales, identificando el caso y la férmula

correspondiente.

1. f(x) = ex"
2. f(x) =5lnx
3. f(x) = 690
1
4. f(x) = esinx
Solucionario
1. f'(x) = 4x3e*"
2. f/(x) — lnTS . Slnx
3. f'(x)=—In6"-sinx-65*
/ cosx L . ’
4. f'(x) =— - esinx 0 bien f'(x) = —cotx

sin? x

+CSCX

« @sinx



SINTESIS

Una funcién exponencial es de la forma

Cona > 0ya # 1, siendo x un niumero real
cualquiera.

Para derivar una funcién exponencial,
podemos encontrarnos alguno de los
siguientes casos:

Si la funcion exponencial tiene como base al
numero irracional e y su exponente es x,
entonces su derivada es ella misma, es decir

Si la funcién exponencial es de base e vy
exponente es una funciéon cualquiera,
entonces su derivada es

(eg(x))' =g'(x) - e9®

Si la funcion exponencial es de base a 'y
exponente x, entonces su derivada es

Por ultimo, el caso mas general es cuando la
base de la funcién exponencial es a y en su
exponente se encuentra una funcion
cualquiera, en este caso aplicamos la férmula

(ag(x)), — g’(x) . lna . ag(x)

Para profundizar en este tema, te dejamos la siguiente bibliografia.
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