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RUTA DE APRENDIZAJE

e El aprendizaje esperado en este documento es reforzar algunas identidades

trigonométricas de mayor complejidad.

e Este tema esta inserto en trigonometria estructurandose con el siguiente

Razones Identidades d_lcfclentidadctes de. : Id:n:,i;ja:es del Funcion
o G trigonométricas adicion y sustraccion oble de un A 22 o
trlgonometrlcas z trigonometrica
basicas de angulos angulo 8
\_ )
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INTRODUCCION Las identidades trigonométricas son
CONTENIDO

igualdades que se cumplen para cualquier

e Identidades trigonométricas de ) ) )
angulo que aparece en la identidad

adicién de dos angulos ) ) )
(Baldor, 2004). Al aplicar las identidades

e |dentidades trigonométricas de
que veremos en este documento

sustraccion de dos dngulos - ) )
podemos utilizar angulos conocidos para

e Identidad trigonométrica del .,
calcular el valor exacto de una funcion

doble de un dngulo . . , L
trigonométricas, ademads de simplificar

ACTIVIDADES RESUELTAS . .
una expresion complicada que contenga

RESOLUCION _ _ o -

PRUEBA TUS CONOCIMIENTOS funciones trigonométricas a una expresion
RESPUESTAS mucho mas simple, con lo que podemos
SINTESIS entender mejor lo que significa la

k BIBLIOGRAFIA J k expresion (Stewart et al., 2007). J




CONTENIDO

Identidades trigonométricas de la adicion Ahora, utilizando razones trigonométricas y

de angulos dado que consideramos AF = 1, obtenemos las

Para poder entender coémo se obtienen las medidas de AE,EF,AB,BE,CE,CF,DF y 4D,

identidades de adicion de angulos, consideramos

el tridngulo rectdngulo AEF inscrito en el

EF AE
rectangulo ABCD, con 2FAE =a , tLEAB =8y sena =—- cos @ =—-
AF =1 (ver Figura 1).

BE AB

D F C _ _
- senf = I cos f = T

AD DF
sen(a+ﬁ)=T cos(a+ﬁ)=T
AD = sen (a + B)MMDF = cos (a + f)
i y_CF 5 _CE
senf = — cos f ==
CF =sen-EF CE = cos B+ EF

Dado que 2DFAy £FAB son angulos alternos
internos, tienen la misma medida, es decir,
¢DFA =a+ [. Ademads, puesto que por

propiedad de angulos externos

£CEA = LEAB + £ABE, obtenemos £FEC = 3.

explicadas a continuacion:

AB = cos B - AE

AB = cos 5 * cos




Lo anterior se puede visualizar en la Figura 2,

obteniéndose sen (a + ) y cos(a + ).
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Luego, observando la Figura 2, la identidad de

suma de angulos del seno y coseno son:

sen{a+ f) =sena-cosf + cosa - sen f§

cos(f@+ ) =cosa-cosff —sena-senf

Ahora para obtener tan(a + f3), utilizaremos

la identidad tan(a + B) = % , entonces:
sen(a + B)
tan(a+p) = cos(@ 1 B) )

sena-cosf +cosa-senf
" cosa:cosB —sena-senf

Dividiremos numerador y denominador por
cosa - cos f3:

sena-cosf+cosa-senf
cosa-cosf

cosa-cosff —sena-senf
cosa-cosf

tan(a + B) =

sena - cosfl | cost-senf
_cusa-c&s‘ﬁ’+ms-a'-cas£
" cosa-eosf- sena-senf§
cose—cos 3 cosa-cosfs

sena senf

cosa  cosf
sena senf

~cosa cosp

1

Finalmente, por identidad de la tangente
obtenemos:

tan a + tanf
1—tana-tanf

tan(a + B) =

Identidades trigonométricas de
sustraccion de angulos

Para obtener la sustraccion de dos angulos,
utilizamos las siguientes identidades de dngulos

negativos:

sen(—x) = —sen x

cos(—x) = cos x

tan(—x) = —tan x




e Sustraccion de angulos del seno

(1) Utilizamos la identidad:

sen(a + ) =sena-cosf +cosa-senf
(2) Sustituimos f por (—pB):
sen(a+ (—p)) =
sen a - cos(—f) + cosa - sen(— 3)

(3) Utilizando las identidades trigonométricas

de dngulos negativos, tenemos que:

sen(e — ) =sena-cosf +cosa-—senf

(4) Finalmente, ordenamos los signos:

sen(e—f) =sena-cosff —cosa-senff

e Sustraccion de angulos del coseno

(1) De la misma forma que anteriormente,
para obtener cosa — [ utilizamos la
identidad:

cos(a+ B) = cosa - cos B —sena - sen f§
(2) Sustituimos B por (—B):
cos(a + (—B)) =
cosa - cos(—f) —sena - sen (—f3)

(3) Utilizando las identidades trigonométricas

de dngulos negativos, tenemos que:

cos(a — ) =cosa-cos B —sena-—sen

(4) Finalmente,

cosla —f) =cosa-cos i +sena-senfd

e Sustraccion de angulos de la tangente

(1) Para obtener tan( a — f3), utilizamos la

identidad:

tana + tanf
—tana - tanf

tan(a + B) = 1

(2) Sustituimos S por (—f):

tana + tan(—f3)
—tana - tan(—p)

tan(a + (—p)) = 1

(3) Utilizando las identidades trigonométricas

de dngulos negativos, tenemos que:

tana + —tanf
—tana - —tanf

tan(a — p) = 1

(4) Finalmente,

tan @ — tanfS
1+ tana-tanf

tan(ae — f) =

Identidades trigonométricas del
doble de un angulo

Con las identidades anteriores de adicidon de
angulos, podemos obtener identidades de
funciones trigonométricas del angulo doble, que

se detallaran a continuacion:




(1) Para obtener sen 2a, utilizamos la

identidad sen(a + ), conf =«
sen(a +a) =sena-cosa + cosa-sena

sen(a +a) =sena-cosa +sena - cos a

sen(2a) =2sena-cosa

(2) Para obtener cos 2a, utilizamos la

identidad cos(a + ), conf = «a

cos(2a) = cos® @ — sen” a | (¥)

Dado que se conoce la identidad sen? a +

cos? a = 1 entonces QAT IRl K2/

Finalmente sustituyendo en (*) obtenemos:

cos(2a) =2cos’a—1

(3) Para obtener tan 2a, utilizamos la
identidad tan(a + ), con B = a,
tana + tana

tan(a + a) =
( ) 1—tana-tana

2tana

tﬂﬂ(EﬂJ = m




EJERCICIOS RESUELTOS

A continuacidn, se presentan tres problemas resueltos con sus procedimientos, en estos
problemas se sugiere hacer lo siguiente:

Lee comprensivamente.

Revisa el paso a paso.

Destaca lo que te resulte importante.

Destaca lo que te genere dudas y luego consulta al tutor.

EJEMPLO 1: (Stewart et al., 2007)
Calcule el valor exacto de cos 75°

Solucidn:
(1) Observe que 75°=45°+30°. Puesto que conocemos los valores exactos del seno y
el coseno de 45° y 30°, aplicamos la siguiente identidad:

cos(a + ) =cosa-cosff —sena-senf

(2) Se sustituyen los valores de los dngulos & = 45°y § = 30°
cos 75° = cos(45° + 30°) = cos 45° - cos 30° — sen 45° - sen 30°

(3) Se sustituyen los valores de las funciones trigonométricas de los angulos ya
conocidos, recordando que:

45° = : 30° = ! 45° = : 30° =
sen == sen =3 cos =— cos =—

V2 V3 V21
cos 75° = cos(45 +30)—7-7—7-E
V6 V2 V6—2
cos75° = — — — = ———
4 4 4
(4) El valor exacto de cos 75° es:
V6 -2

cos 75° =

/]




EJEMPLO 2: (Sullivan, 2006)
Encuentre el valor exacto de sen 80° cos 20° — cos 80°sen 20°.

Solucién:
(1) La expresion sen 80° cos 20° — cos 80°sen 20° corresponde al segundo

miembro de la identidad sen (a« — ) con ¢ = 80°y f = 20°

sen(a — ) =sena-cosfB —cosa-senfS

Luego,

sen 80° cos 20° — cos 80°sen 20° = sen (80° — 20°) = sen 60°

(2) Recordamos que sen 60° = B , por tanto, tenemos que:
2

V3

sen 80° cos 20° — cos 80°sen 20° = —

EJEMPLO 3: (Aguilar et al., 2007)

Determina tan 15° y expresa 15° como una diferencia de dngulos notables:

e Recordando————— — — — — ]

| Los angulos notables son: 0°,30°,45°,60°,90° |

N e — — — — — — — — — — — — — — —
Solucion:

(1) Expresamos el angulo de 15° como 60° — 45°, entonces
tan (15°) = tan(60° — 45°)
(2) Se emplea la identidad

tana — tanf
1+tana - tanf

tan(a — B) =

(3) Se sustituyen los valores de los dngulos @ = 60°y § = 45°

tan 60° — tan 45°

tan(15°) = tan(60° — 45°) =
an(15°) = tan( ) 1 + tan 60° - tan 45°




(4) Se sustituyen los valores de las funciones trigonométricas de los angulos notables,
recordando que tan 60° = V3 y tan45° = 1
V3-1 3-1
1+v3-1 1+3

(5) Racionalizamos y reducimos las expresiones algebraicas

tan(15°) = tan(60° — 45°) =

(V3-1):(1-V3) V3-3-1++3
(1+v3)-(1-V3) 1-V3+v3-3
V3-3-1++v3 2V3-4 2(—V3+2)
1-v3+v3-3 -2 -2

tan(15°) = tan(60° — 45°) =

tan(15°) = tan(60° — 45°) =

(6) Finalmente,
tan(15°) =2 —v3

EJEMPLO 4: (Stewart et al., 2007)

. . sen 3x
Demuestre la identidad ————— = 4 cos x — sec x
Sen x ‘cos x

Solucién:
(1) Empezamos con el primer miembro y expresamos 3x como una adicién.

sen 3x sen (x + 2x)
Senx -cosXx Senx -cosx

(2) Utilizamos la identidad sen (a + B),con a = x; B = 2x

sen 3x sen (x +2x) senx- cos2x+ cosx- sen2x

Senx - cosx Senx -cosXx senx - cosx
(3) Ahora utilizamos las identidades de angulo doble para cos 2x y sen 2x

sen 3x senx- (2 cos’x —1)+cosx- 2sen x-cos x

senx-cosx_ senx - cosx

(4) Separamos las fracciones

sen 3x senx- (2 cos’x —1) N COS X' 2sen x-cos x
senx -cosx senx ' cosx senx - cosx
(5) Simplificamos,
sen 3x senx- (2 coszx—1)+cosx- 2sen’x - cosx
senx - cos x senx ' cosXx Senx ' cosx
sen 3x (2 cos*x — 1)
= +2cosx

senx - cosx COS X




(6) Separamos las fracciones

sen 3x 2 cos’x 1
= - +2cosx
Senx cosX COSX COSX

(7) Simplificamos,
sen3x  2C08X 'COSX 1

senx -cosx cosxX CcoSs X
sen 3x 1

seénx - cos x

+2cosx

=2cosx———+2cosx
cos x

PRUEBA TUS CONOCIMIENTOS

A continuacion, se presentan ejercicios propuestos para que puedas resolver y practicar,
recuerda hacer lo siguiente:

Resuélvelos siguiendo los pasos utilizados en los problemas resueltos.

e Sies necesario apdyate con los apuntes.

Si surgen dudas, registrarlas para luego consultar con el tutor.

iBuen trabajo!

1. Encuentre el valor exacto de sen 18° cos 27° + cos 18° sen 27°
(Stewart et al., 2007)

2. Demuestre la identidad sen (x + y) — sen(x —y) = 2cosx - seny
(Stewart et al., 2007)

3. Aplique la identidad de la adicién o de la sustraccion de dngulos de funciones
trigonomeétricas para calcular el valor exacto de la expresion cos 105°
(Stewart et al., 2007)

Solucionario:
V2
1. —
2
2. Sugerencia: comience por el lado izquierdo.
V2-V/6

3.

4




SINTESIS

En este documento se estudié las identidades de adicidon y sustraccion de dngulos de

funciones trigonométricas, que se resumen a continuacion:

Adicion Sustraccion

sen(a + ) =sena-cosf +cosa-senf sen(a + ) =sena-cosf —cosa-senf
cos(a + B) =cosa-cos B —sena-senf cos(a + B) =cosa-cos B +sena-senf
tana + tanf tana — tanf
tan(a + B) = tan(a + B) =
( A) 1 —tana- tanf ( A 1+tana - tanf

A partir de las identidades anteriores de adicion de dngulos, se deducen las identidades de

angulo doble:

Angulo doble |
sen(2a) = 2sena-cosa

cos(2a) = cos?a —sen®a 6 cos(2a) =2 cos?a — 1

2tana
tan(20) = Tt a

.

n
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