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RUTA DE APRENDIZAIJE

e El aprendizaje esperado en este documento es utilizar integracion de
sustitucién trigonométrica.
e Este tema esta inserto en Cdlculo, estructurdandose con el siguiente esquema:

Método de

Método de

Trigonometria

\_

sustitucion

sustitucion . >
trigonometria
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INTRODUCCION

Para la determinacion del area de un
circulo o una elipse, surge una integral de la
forma [ Va? — x2dx, donde a > 0. Si fuese

[ xVa? — x2dx, utilizando la sustitucion

u = a? —x? seria eficaz, pero, tal como
[Va? — x2dx,

complicado (Stewart, 2018). Por lo tanto, en

ésta, resulta mas
este documento, indagaremos integrales
que contienen expresiones de la forma

2 2 2 2 2 2
\/(a - X )I \/(a + X ) y \/(x —a ):

con a > 0, donde el método de sustitucion

trigonométrica resultarda muy atil  al

\ resolver este tipo de integrales.




SUSTITUCION TRIGONOMETRICAS

. . . Cuando revises los ejemplos observaras que, con
Cuando un integrando contiene potencias enteras de x jemp que,

y potencias enteras de: ayuda de las identidades anteriores, que
___________________________________ N especificamos en la tabla 1, cada una de estas

( 1

L vat—x% a*+x* o Jyx?—a®,a>0 | sustituciones produce un cuadrado perfecto. Con la
1 1

\

restriccion sobre 6 para las sustituciones:

Podemos evaluar la integral por medio de sustituciones . ,
x = asinf y x = a tan@, laraiz cuadrada puede

trigonomeétricas. Los tres casos que consideramos en . .
tomarse sin recurrir a valores absolutos. En el caso de

este documento dependen, a su vez, de las identidades 3 .
x = a secO , debes tener mas cuidado al usar esta

itagdéricas fundamentales. En la tabla 1 edes i .
pitagor! u pu sustitucion (zZill y Warren, 2011).

observar las sustituciones trigonométricas . .

N ] ) ) » Six = a senf,donde —= < 6 < -, entonces
especificadas, junto a sus identidades. En cada caso, la 2 2
restriccion sobre 8 se asigna para asegurar que la \/aZ —x2 = \/az — (asen @) 2

funcién que define la sustitucién es inyectiva (Stewart, \/ > 2sonZ 0
=+ a? —a?sen

2018).

= /a?(1 — sen? 0)

Expresion Sustitucion Identidad
— Ja2. 2
2?2 _ x2 x =aseno, 1—sen?6 = cos? 6 =+va*-cos* 0
s s =acosf
—-—<0<~-
2 2
. T T
» Six = a tan@, donde —= < 6 < =, entonces
[aZ + x2 X =atang, 1+ tan? 6 = sec? 6 2 2
Ja? +x2 =./a? + (atan )2
-—=<0<=
2 2
= a2 +a? tan?
2 — a? x = aseco, sec20 —1=tan?0
= /a?(1 + tan? 6)
0<0<Zonm<o<®
2 2 2 2
=+/a?-sec- 0
Tabla 1: Sustituciones trigonométricas = asech

En cada caso, la restriccion sobre la variable 6 es

precisamente a la que acompana a la funcién

trigonométrica inversa correspondiente.




0<f<=

» Six = a sec6, donde 2., entonces
T<0< Y

Vx2 —a? =[(asech)? — a2

=\/azsec29—a2

= a?(sec2 — 1)
=+4a?-tan? 0
= a|tan 6|

Después de resolver la integraciéon en 6 es necesario

volver a la variable original x. Si se construye un

triangulo rectangulo de referencia, uno donde

sin@ = f, tanf = f,sec@ =2 (ver figura 1),
a a a

entonces las otras funciones trigonométricas pueden

expresarse facilmente en términos de x.

Sustituciéon: x = asinf

[

Forma: al — p2

Sustitucion: © = a tant

Forma: v/ a2 + a2

Figura 1: Triangulos rectangulos de referencia usados para
expresar funciones trigonométricas en términos de una
expresion algebraicasde x y a.




EJERCICIOS RESUELTOS

A continuacidn, se presentan ejercicios resueltos con sus procedimientos. En estos se sugiere hacer lo siguiente:
* Lee comprensivamente.

* Revisa el paso a paso.

e Destaca lo que te resulte importante.

* Destaca lo que te genere dudas y luego consulta al tutor.

EJEMPLO 1:

2
x_xz dx, (Zilly Warren, 2011).

Evalle [ =—

Solucidn: Al identificar a = 3 se llega a la sustituciéon x = 3 sen 6 y derivando obtenemos dx = 3 cos 8 df,

donde —g <6< g Luego, sustituyendo obtenemos:

f x? 4 f (3 sen 9)2
—dx =
V9 — x2 V9 — (3senf)?
3 9sen? 6
V9 —9sen?0
9sen?f
= f = 3cos6deé
VI(1 — sen®0) i Utilizamos la identidad
9sen’ 0 3 cos 8 do | " 29 29 |
= | —— 3 cos . 1 —sen?8 = cos :
V9 cos? 0

9sen?d
3 6 ——» Simplificamos

=9fsen29d9 (1)

3cos0do

3cosfdo

Para evaluar la ultima integral trigonométrica recuerda la identidad de la mitad del angulo:

e e e e e e e e e e e e e e e e e e

[
I
(@]
o
wn
[\
)

0 =
sen >

) 1—cos20
sen =




Luego, reemplazamos en (1)

_9j1—c0520
B 2

9

=§f1—c0529 de
_9_[1619 9[ du
=3 > cosu >
9 9 senu
=—f0——

2 2 2
—96 2 20+ C
=5 4sen
—99 2 2 0 0+C
_E _Z sen cosbf +
9 9

=EB—Esen0-cose+C

Ahora, necesitamos expresar este resultado en términos de la variable x,

usamos nuestra sustitucidon inicial x = 3sen#, por lo tanto, obtenemos

X X .2 e .
senf = 3V 6 = arcsen (g) Luego, por el tridngulo rectangulo de referencia

Vo—x2
de

en la figura 2 y utilizando razones trigonométricas vemos que cos 8 =

modo que:

Simplificamos,

S

Utilizamos sustitucion

| |
I u=20 :
i du = 2d6 :
: a6 = 2 i
I 2 !

Recuerda la identidad

sen26 = 2senf - cosB

()

o2

Figura 2: Tridngulo rectangulo
para ejemplo 1.




EJEMPLO 2:

Evalte f%dx, (zill y Warren, 2011).
(4+x2)2

Solucion:
3 3
Observe que el integrando es una potencia entera de V4 + x2, puesto que (4 + x?)z = (V4 + x2) , luego,

3
a = 2,ya que, (\/22 + xz) , utilizando la sustitucién x = 2tan @ y su derivada dx = 2 sec? 0 d@, se tiene

V4 + x2 = V4 sec?0 = 2sec (se utilizé la férmula que obtuvimos en la pagina 3), por lo tanto,

1 1
—————dx = | =—— -2sec’0df
f(,/—4+xz)3 I(Z sec6)?

—»  Simplificamos

r
- f 4sect a0 | Recuerda
1 : :
=ch059d9 — cosd
1 sec
= — (7] c T
4sen +

Ahora necesitamos expresar este resultado en términos de la variable x, por

4+ 2 lo que a partir del triangulo de la figura 3, utilizamos razones trigonométricas
X
ara hallar sen 8, es decir, sen 6 = . Lue o,
ﬁ p vV 4+x2 g
2

Figura 3: Triangulo rectangulo
para ejemplo 2.
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EJEMPLO 3:

s 2_ .
Evalle fxx—mdx suponiendo x > 4, (zill y Warren, 2011).

4

Solucidn:
Puesto que Vx? — 16 se puede escribir como Vx? — 42, a = 4 utilizando la sustitucion x = 4secf vy

derivando obtenemos dx = 4secftan 6 df,donde 0 < 6 < g . Luego, sustituyendo obtenemos:

Vx2 —16 J(4secH)? —16
,[ x4 dx = (4sech)*
V16sec2 6 — 16
- f (4secH)*
16 (sec26 — 1)
- 256 sec* 6

V16 tan20
=f ‘4secftanB do

256 sec* 0

4 tan 6 4 secdtan 0 do | Recuerda
_f256sec49 secttan '

1 [ tan?8 | sec
T 16) sec36 T
1 j sen? 0
" 16) cos?6
1 . .
— 2 .
=16 | €™ 9 cos§do Utilizamos sustitucion

1

I

1, du :
=— | u* cosf :

16 cos 0 | du = cos 0 do

I

I

I

I

-4secOtanf do

-4secftanB do

‘4secOtan 6 db

senf !
=cosf y tanf =
Ccos

ccos30de > Simplificamos

u=senf

L +C
16 3
1 sen®9 moooooosooooooooooo ’
16 3
! 30+ C
= —-sen
48
Ahora necesitamos expresar este resultado en términos de la variable x, por
lo que, a partir del tridngulo rectangulo de la figura 4, utilizamos razones

. Y . VxZ-16 A/ _1F
trigonomeétricas para hallar sen 8, es decir, sen 8 = x, luego elevando x-—=16

(E=0)

a 3 tenemos sen’® 6 = 3 . finalmente reemplazamos: 4

------------------------------ N Figura 4: Tridangulo rectdngulo
para ejemplo 3.




PRUEBA TUS CONOCIMIENTOS

A continuacidn, se presentan ejercicios propuestos para que puedas resolver y practicar. Recuerda hacer

lo siguiente:

e Resuélvelos siguiendo los pasos utilizados en los problemas resueltos.

e Sies necesario, apdyate con los apuntes.

e Sisurgen dudas, registralas para luego consultar con el tutor o tutora.

e jBuen trabajo!

1. f V1—x2

x2

dx

1
o e

3. [xVx?+9dx

Calcular las siguientes integrales (Zill y Warren, 2011)

i .

1. —arcsenx —

2. 1n|\/x2 — 36+ x| +C
3

!
3. @+C

RESPUESTAS




En este documento se estudio el calculo de integrales las cuales se deben utilizar sustituciones trigonométricas,

que se resumen a continuacion:

SINTESIS

Expresion Sustitucion Identidad Equivalentes
a
aZ — x2 x=aseno, 1—sen?6 = cos? 0 faZ — x2 = q cos O
_r <0< T 0
2 2 Forma: y/a? — 22
[a? + x2 x=atan, 1+ tan? 6 = sec? 6 [aZ + x2 = asecd
-—=<60<=
2 2
2 — g2 x =asecH, sec20 — 1 =tan?6 [x2 —a? = a|tan 6|
0<o<Zom<o<
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