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RUTA DE APRENDIZAIJE

e Este documento tiene por objetivo exponer elementos basicos de la ldogica
proposicional, incluyendo las leyes del dlgebra de proposiciones que permiten
demostrar equivalencias.

< Teoria de Logistica
Algebra ! . .
Coniuntos proposicional
\_ J

INDICE INTRODUCCION

INTRODUCCION La ldégica proposicional forma
parte importante en la axiomatizacion y

rigurosidad de la matemadtica que
conocemos actualmente.

CONTENIDO

Enunciados légicos

Con aportes de famosos

Operadores logicos
P g matematicos como Gottfried Leibniz,

Leyes del dlgebra de proposiciones George Boole y Augustus de De Morgan,
la légica se volvid una herramienta de
EJERCICIOS RESUELTOS incalculable valor a la hora de desarrollar
EJERCICIOS PROPUESTOS conocimiento en  esta  disciplina,
transformandose a la vez en parte
SINTESIS obligatoria de la malla curricular de

cualquier Ingenieria.

REFERENCIA BIBLIOGRAFICA




ENUNCIADOS LOGICOS

Los enunciados o aserciones verbales se denotan usualmente por las letras p, g, r. El caracter
fundamental de un enunciado es que, o bien es verdadero, o bien es falso, pero no ambas cosas. La
verdad o falsedad de un enunciado se llama valor de verdad.

Existen enunciados simples y compuestos, siendo estos ultimos aquellos que estdn formados de
enunciados simples y de varias conectivas.

Ejemplos:

Las rosas son rojas y las violetas son azules

Es un enunciado compuesto formado por los enunciados simples: “Las rosas son rojas” y “Las
violetas son azules”.

éDonde vas?

No es un enunciado, pues no es ni verdadero ni falso.

Juan esta enfermo o viejo

Es un enunciado formado implicitamente por los enunciados simples “Juan estd viejo” y “Juan esta
enfermo”

La propiedad fundamental de los enunciados compuestos es que su valor de verdad esta
determinado por completo por el valor de verdad de cada uno de los enunciados simples y por el
modo como se les retine para formar el enunciado compuesto.




OPERADORES LOGICOS

Conjuncionp A q

Dos enunciados cualesquiera se pueden combinar por medio de la palabra “y” para formar un
enunciado compuesto, que se llama conjuncién de los primeros dos enunciados. Simbdlicamente se
denota la conjuncion de dos enunciados p y g por

Sea p “Esta lloviendo” y sea q “El sol brilla”, entonces p A q denota el enunciado compuesto “Esta
lloviendo y el sol brilla”

El valor de verdad del enunciado compuesto p A q satisface la condicidn siguiente:

Si p es verdadero y q es verdadero, entonces p A q es verdadero; en otro caso p A
q es falso.

Es decir, la conjuncidn de dos enunciados es verdadera solamente si cada componente es
verdadero.

Como ejemplo considere los siguientes enunciados

Paris estd en Franciay 2 + 2 = 5.
Paris esta en Inglaterray 2 + 2 = 4.
Paris estd en Inglaterray 2 + 2 = 5.
Paris estd en Franciay 2 4+ 2 = 4.

el

De todas las proposiciones, solo 4 es verdadera, y todos los demas enunciados son falsos pues al
menos uno de sus componentes es falso.

La tabla de verdad para la conjuncidn es la siguiente

i< <<
i< M<K
M < | >




Disyuncidonp Vv q

Dos enunciados se pueden combinar por medio de la palabra “o0” para formar un nuevo enunciado
gue se llama disyuncion de los dos enunciados previos. Simbdlicamente se denota la disyuncion de
dos enunciados p y q por

PVyq

Sea p “El estudié francés en la universidad”, y sea q “El vivié en Francia”, entonces p V q es el
enunciado “El estudié francés en la universidad o él vivé en Francia”.

El valor de verdad del enunciado compuesto p V q cumple la condicién siguiente:

Si p es verdadero o q es verdadero, o ambos p y g son verdaderos, entoncesp V q
es verdadero; en otro caso p V q es falso.

Es decir, la disyuncién de dos enunciados es falsa solamente si cada enunciado componente
es falso. Lo anterior lo resume la siguiente tabla de verdad

T < <
i< | M<K

TI< < |I<|I<

Como ejemplo, considere los siguientes enunciados:

1.
2.
3.
4.

Solo 4 es falso. Cada uno de los otros enunciados es verdadero, pues al menos uno de los
componentes es verdadero.

Paris estd en Franciao 2 + 2 = 5.
Paris esta en Inglaterrao 2 4+ 2 = 4.
Paris esta en Franciao 2 + 2 = 4.
Paris estd en Inglaterrao 2 + 2 = 5.




Negacién p

Dado un enunciado p, se puede formar otro enunciado, que se llama negacién de p, escribiendo “Es
falso que...” antes de p o, cuando es posible, insertando en p la palabra “no”. Simbdlicamente se

denota la negacién por
Considere los tres enunciados siguientes

1. Paris esta en Francia
2. Esfalso que Paris esta en Francia
3. Paris no esta en Francia

Entonces 2 y 3 son cada uno negacion de 1.

El valor de verdad de la negacion de un enunciado depende de la siguiente condicién:

Si p es verdadero entonces p es falso, si p es falsop es verdadero.

La tabla de verdad para la negacién es la siguiente

p
Vv
=

< T

Importante: existen diversos simbolos para la negacién de un enunciado p, por ejemplo
p, ~ p, —p.

Condicional p — q

Muchos enunciados, especialmente en matematica, son de la forma “Si p entonces g”. Tales
enunciados se llaman condicionales y se les denota por

p—q

El condicional p — q se puede también leer




a) pimplicaq

b) p solamente siq

¢) p essuficiente para g
d) g es necesario parap

El valor de verdad del enunciado condicional p — q

El condicional p — q es verdadero a menos que p sea verdadero y q sea falso. Es
decir, un enunciado verdadero no puede implicar uno falso

La tabla de verdad del condicional es la siguiente

Plqg|p—4g
viv] v
VIF| °F
Flv] v
FIF] v

Sean los siguientes enunciados

Si paris esta en Francia, entonces2 +2 =5
Si Paris esta en Inglaterra, entonces 2 + 2 = 4
Si Paris estd en Francia, entonces 2 + 2 = 4
Si Paris esta en Inglaterra, entonces 2+ 2 =5

AN e

Agqui solo 1 es falso, los otros son verdaderos.

Bicondicional p < q

Otro enunciado corriente es de la forma “p si, y solamente si, g¢” o de forma abreviada “p si ¢”. Tales
enunciados se llaman bicondicionales y se les denota por:

D<= q

El valor de verdad de los enunciados bicondicionales p «= q obedecen a la condicién

Sipy q tienen el mismo valor de verdad, entonces p <> q es verdadero;sipy q
tienen valores de verdad opuestos, entonces p < ¢ es falso.




Sean los enunciados:

Paris estd en Francia si, y solamentesi2 +2 =5
Paris estd en Inglaterra si, y solamentesi2 + 2 =4
Paris esta en Francia si, y solamentesi2 + 2 = 4
4. Paris esta en Inglaterra si, y solamentesi2+2 =5

wnN e

Aqui 3 y 4 son verdaderos, 1y 2 son falsos

Para expresar que una proposicién es equivalente con otra se utiliza el simbolo = que se lee
equivalente a, y tal equivalencia se puede probar usando tablas de verdad o el digebra de

proposiciones.
LEYES DEL ALGEBRA DE PROPOSICIONES
Leyes de idempotencia
PVP=P PANP=P
Leyes asociativas
(PVQ)VR=PV(QVR) (PANQ)ANR=PA(QAR)
Leyes conmutativas
Pv@Q=QVP PANQ=QAP

Leyes distributivas
PV(QAR =(PVQ)A(PVR) PAQVR) =(PAQ)V(PAR)

Leyes de identidad

PvVvV =V PANV =P
PVFEF=P PANF=F
Leyes del complemento
PVP=V PAP=F
P=rPr V=F F=V

Leyes de De Morgan

(PVQ)=

~

AQ (PAQ)=PVQ




Otra importante ley que permitird simplificar expresiones es la llamada Ley de absorcién

PV(PANQ)=P PA(PVQ)=P

Ademas, tanto una implicancia como un bicondicional se pueden transformar de la siguiente
manera:

P=Q=PVvQ P&Q=(P=Q) NQ=P)

EJERCICIOS RESUELTOS

Para demostrar usando el algebra de proposiciones, se recomienda trabajar desde el lado que
contenga mas términos e intentar formar el otro lado, siempre haciendo uso del algebra de
proposiciones y cambiando expresiones por otras légicamente equivalentes.

1) Pruebe la siguiente equivalencia
v@AQ)=DA]

bvrg))=pA(BAQ) Ley de De Morgan
=pA(PVY) Ley de De Morgan
=pA(pVQ) Ley del complemento
=@EAP)VEAQ Ley distributiva
=FV(PAQ Ley del complemento
=pAq Ley de Identidad

2) Demuestre la siguiente equivalencia
[(p =D A@AD]=(q=Dp)

Para esta demostracion, obtengamos una expresidén equivalente para el lado derecho

(a=p)=(@qVDp) UseA=B=AVB
=qAp Ley de De Morgan
=qAp Ley del complemento

Es decir, debemos probar que

(e DA@@AP)]=qAD

Procedamos de izquierda a derecha




[(peDA@ADI=@=>DA@=p)A(G@AP) UseA=B=(A=B)A(B=A4)

=@VPA@VP)A(GAP) UseA=B=AVB
=(@mVvaAr(@Vp)A(qAD) Ley del complemento
=@VPAlqV AP Ley distributiva
=@Vq@A[qVF] Ley del complemento
=(PVYANq Ley de identidad
=@EAQVANQ Ley distributiva
=@AqQVF Ley del complemento
=pAq Ley de identidad

3) Demuestre que la siguiente equivalencia es una tautologia, es decir, que es equivalente
con verdadero

pvVqv(@AG =V

Procedamos de izquierda a derecha

pVqVv@BEAD=pVigVv @ AD] Ley asociativa
=pVv[i@Vvp)A(gV ] Ley distributiva
=pV[(qvp)AV] Ley del complemento
=pV[(qVvp)] Ley de identidad
=(pVp)Vg Ley conmutativa y asociativa
=Vvq Ley del complemento

=V Ley de identidad




EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Demuestra la siguiente equivalencia de izquierda a derecha
[pv@apin@vye =q

Te sugerimos una propiedad a la derecha para que puedas aplicar

[bv@ADIAN@VD=[VvDAPVDIA(PVE Leydistributiva
Ley del complemento
Ley de identidad
Ley distributiva
Ley del complemento
Ley de identidad

2) Demuestre la siguiente identidad
[(p=DrAE@=q]l=q
Te sugerimos demostrar de izquierda a derecha
[(p=DAEG=l=@BVPA(PVq) UseA=B=AVB
Ley del complemento
Ley distributiva

Ley del complemento
Ley de identidad

3) Demuestre la siguiente igualdad
[(AD VAT = (@AT)=p=4q
Comencemos de izquierda a derecha “

[(pADVPAN]=@Ar)=[pA@VT)]=(qAT) Ley distributiva
UseA=B=AVB
Ley de De Morgan
Ley de De Morgan
Ley del complemento
Ley asociativa
Ley distributiva
Ley del complemento
Ley de identidad
UseA=B=AVB




SOLUCIONARIO

1) Demuestra la siguiente equivalencia de izquierda a derecha
[pv@apin@vye =q

Te sugerimos una propiedad a la derecha para que puedas aplicar

[PVv@ADIANGVD =[VDAPVDIAGVE  Leydistributiva

=[pvAVIANGVY Ley del complemento
=(vpA@VY Ley de identidad
=(@Ap)Vq Ley distributiva
=Fvq Ley del complemento
=q Ley de identidad

2) Demuestre la siguiente identidad
[(p=rAE=ql=q
Te sugerimos demostrar de izquierda a derecha

(p=DANP=9]=(EVA(PVqg UseAdA=B=AVB

=@V A(PVag) Ley del complemento
=(@PAp)Vq Ley distributiva
=Fvqg Ley del complemento
=q Ley de identidad

3) Demuestre la siguiente igualdad
[(pAD VAT =(@AT)=p=09q
[(pADVPAN]=@Ar)=[pA@VT)]=(qAT) Ley distributiva

=[pA(@Vr)V(gAT) UseA=B=AVB
=[pv@vn]vigar) Ley de De Morgan
=[pv(@AD]V(gAT) Ley de De Morgan
=[pv@@An)]v(gAar) Ley del complemento
=pVI[(@@ATr)Vv(gAT)] Ley asociativa
=pViga(rvr)] Ley distributiva
=pVigAaV] Ley del complemento
=pVvgq Ley de identidad

=p=yq UseAd=B=AVB




SINTESIS

La légica proposicional es parte fundamental de la matematica moderna. Para realizar
demostraciones es posible usar tablas de verdad, pero también se puede empleando la llamada
algebra proposicional.

Demostrar una equivalencia usando algebra proposicional consiste en llegar de un lado al otro de la
equivalencia, cambiando expresiones por otras que sean légicamente equivalentes.

= -
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